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Vorwort

Liebe Schülerin, lieber Schüler,

dieser Band der Reihe „Besser in Mathematik“ hilft dir, deine Kenntnisse im Fach Mathematik 
zu verbessern. Du kannst gezielt Stoff nachholen und wiederholen, um sicherer zu werden! 
Zu allen Bereichen des Mathematikunterrichts sind kleine Aufgaben angeboten, mit denen du 
selbstständig arbeiten kannst. 
Die Schwerpunkte sind:

§ Definitionen und Regeln kennen und anwenden,
§ Aufgaben strukturieren und strategisch bearbeiten,
§ Diagramme und Formeln erstellen und interpretieren,
§ Zusammenhänge begründen und überprüfen.

Die Texte und die Aufgaben in diesem Buch sind so ausgewählt und zusammengestellt, dass dir 
die Bearbeitung möglichst leichtfällt. 

TIPPS UND INFOS Zum Arbeiten mit diesem Buch

! Lege dir ein eigenes Arbeitsheft zu, in das du schreibst. 
! Bist du dir beim Lösen der Übungsaufgaben nicht ganz sicher, sieh dir die Beispie-

le noch einmal genau an.
! Vergleiche deine Ergebnisse mit denen im Lösungsheft.  

Überprüfe bei Fehlern immer genau, was du falsch gemacht hast. Korrigiere 
Fehler.

! Am Ende eines jeden Kapitels kannst du in einem kleinen Test überprüfen, ob du 
den Stoff nun beherrschst. Wenn nicht, bearbeite die entsprechenden Aufgaben 
in einigen Tagen noch einmal.

Viel Spaß und Erfolg beim Lernen!

9783411870868 S005_2A.indd   59783411870868 S005_2A.indd   5 29.08.20   12:3029.08.20   12:30
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Quadratische Funktionen1

 WAS DU SCHON KÖNNEN MUSST

§ Mithilfe der binomischen Formeln eine Summe in ein Produkt verwandeln 

 DARUM GEHT ES

§ Beurteilen, wie bestimmte Veränderungen im Funktionsterm einer  
quadratischen Funktion den Graphen dieser Funktion verändern

§ Aus der Gleichung einer quadratischen Funktion von der Form  
y =  ax  2  + bx + c den Verlauf des Graphen der Funktion skizzieren

§ Zu einem vorgegebenen Graphen einer quadratischen  
Funktion die passende Gleichung finden

§ Einfache Extremwertprobleme lösen
Info: Du benötigst einen technisch - wissenschaftlichen  
Taschenrechner. 

1.1 Die Taste  x  2  auf dem Taschenrechner

TIPPS UND INFOS

Dein technisch-wissenschaftlicher Taschenrechner hat außer
! den Eingabetasten für die Zahlen 1, 2, 3 usw. und 
! den Tasten für die Grundrechenarten + , ) usw.
!  eine Reihe von sogenannten Funktionstasten wie z. B. q, p, : usw. 

Eingabe p Funktionstaste p Ausgabe

Wenn du die Bedeutung und die Anwendung einiger dieser „Funktionen“ noch nicht kennst, 
sind die Tasten für dich „schwarze Kästen“ oder „black boxes“, die zu jedem Eingabewert 
einen Ausgabewert erzeugen.
Der Einfachheit halber heißen die Ein-
gabewerte auch „x - Werte“, die Aus-
gabewerte heißen „y - Werte“, die Funk-
tionstaste oder Funktion heißt „f “:
x p :f    p y oder y = f (x); Sprechweise: 
„y ist der Funktionswert von x.“

LN

9783411870868 S006-109_2F.indd   69783411870868 S006-109_2F.indd   6 29.08.20   13:2829.08.20   13:28
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1.2 Beispiele quadratischer Funktionen

DAS MUSST DU WISSEN Die Funktionstaste  x  2 

Du kannst bei dieser Taste systematisch ausprobieren, welche Ausgabewerte bei ein-
zelnen Eingabewerten erscheinen; dann schreibst du die Werte in einer Zuordnungs
tabelle auf. Du könntest auch Zwischenwerte, z. B. 2,71 oder – 0,683, eingeben.
y =  x  2 

Eingabe x – 3 – 2 – 1 0 + 1 + 2 + 3

Ausgabe y 9 4 1 0 1 4 9

Um die Zuordnung in dieser Tabelle zu veranschau-
lichen, kannst du die Wertepaare nun im Koordina-
tensystem darstellen. Wenn du die Punkte miteinan-
der verbindest, entsteht eine Kurve, der sogenannte 
Funktionsgraph.

 Die Normalparabel
Diese Kurve ist gewissermaßen der „Fingerabdruck“ der Funktionstaste  x  2  im Koor-
dinatensystem; man nennt diese spezielle Kurve auch Normalparabel.
Tipp: Wenn du diesen Graphen zeichnen willst, kannst du auch eine Parabelschab-
lone benutzen.

1  Ergänze die Tabelle zur Funktion y =  x  2 .

x 1,8 – 0,12 – 3,9 – 11,35

y 0,0144

1.2 Beispiele quadratischer Funktionen
Julia: Heute habe ich folgende 
Mathe - Hausaufgabe: Zu 
Quadraten mit Seitenlängen 
von 1 cm bis 4 cm soll ich
den Flächeninhalt ausrechnen
und das Diagramm dieser
Zuordnung zeichnen. Die 
Gleichung der Zuordnung
ist A =  a  2 . 

Christopher: Wir haben in 
Physik den freien Fall unter-
sucht: Wie viele Meter fällt ein 
Gegenstand in 1, 2, 3 usw. 
Sekun den? Die Gleichung für 
den freien Fall heißt übrigens 
s = 5  t   2 , wenn du den Weg s in 
Metern und die Zeit t in 
Sekunden misst.

Herr Engel: Für die Feststel-
lung der Geschwindigkeit 
eines Autos aus dem Brems-
weg gibt es Tabellen und
Diagramme. Die Gleichung, 
mit der ich den Bremsweg s 
bei der Geschwindigkeit v
ausrechnen kann, ist 
s = 0,006  v   2 .

8

6

4

2

y

y = x2

2 4–2 0 x–4

9783411870868 S006-109_2F.indd   79783411870868 S006-109_2F.indd   7 29.08.20   13:2829.08.20   13:28
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Quadratische Funktionen1

a 1 2 3 4 t 1 2 3 4 v 20 40 60 80

A 1 4 9 16 s 5 20 45 80 s 2,4 9,6 21,6 38,4

Die Kurven ähneln offenbar der Normalparabel y =  x  2 , die du im ersten Abschnitt gezeichnet 
hast.
§ Die Gleichung der Zuordnung in Julias Hausaufgabe heißt A =  a  2 ; hier ist also nur y durch A 

und x durch a ersetzt. Da aber die Länge a keine negativen Werte annehmen kann, hat Julia 
nur eine „halbe Parabel“ gezeichnet.

§ Die Gleichung zu Christophers Diagramm heißt nicht nur s =  t    2 , sondern s = 5 t   2 ; sie enthält 
also noch den Faktor 5.

§ Bei Herrn Engel findest du vor der Variablen  v   2  den Faktor 0,006. Da es weder Zeiten noch 
Geschwindigkeiten mit Vorzeichen „minus“ gibt, sind auch die Kurven bei Christopher und 
Herrn Engel nur „halbe“ Parabeln.

1.3 Verschiebungen der Normalparabel
Verschiebungen in Richtung einer Achse
In diesem Abschnitt geht es speziell um die Funktion mit der  
Gleichung y =  x  2 . Wie verändert sich dieser Graph, wenn du 
bestimmte Veränderungen an der Funktionsgleichung y =  x  2  
vornimmst?

8

6

4

2

2–4 0 x–2

y

y = x2

4

TIPPS UND INFOS Graphen linearer Funktionen

Eine ähnliche Fragestellung kennst du auch schon von „linearen Funktionen“: 
Die einfachste lineare Funktion ist die Funktion y = x.
Du kannst nun an dieser Gleichung kleine Veränderungen vornehmen und beobach-
ten, wie sich dadurch der Graph verändert.

1 20

8

6

4

2

Flächeninhalt A

Seitenlänge a

3 4

25

20

15

10

5

Fallstrecke s 
in m

Zeit t in Sek.

1 20 3

50

40

30

20

10

Bremsweg s 
in m 

v in km/h

0 20 40 60 80
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1.3 Verschiebungen der Normalparabel

Beispiele:
y = x y = 2x

Hier ändert sich die Steigung der Geraden.

y = x + 3
Hier ändert sich der Schnittpunkt 
mit der yAchse.

y = 2x + 3
Hier ändern sich Steigung und 
Achsenschnittpunkt.

Info: Ähnliches gilt für die Normalparabel y =  x  2 .
Das sollst du im Folgenden untersuchen.

1  Zeichne den Graphen der Funktion y =  x  2  + 3 für – 3 ≤ x ≤ 3. Lege eine Tabelle an.

x – 3 – 2 – 1 0 1 2 3

 x  2  4

 x  2  + 3  7

8

6

4

2

620 4 108–2

y

x

8

6

4

2

620 4 108–2

y

x

8

6

4

2

620 4 108–2

y

x

8

6

4

2

620 4 108–2

y

x
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Quadratische Funktionen1

2  Zeichne den Graphen der Funktion y =   ( x – 3 )   2  für – 1 < x < 6.

x – 1 0 1 2 3 4 5 6

x – 3 – 4 – 3

(x –  3)  2 16 9

3  Zeichne ebenso die Graphen der Funktionen 

a) y =  x  2  – 4 für – 3 ≤ x ≤ 3 und  b) y = (x +  2)  2  für – 5 ≤ x ≤ 2.

Um zu beschreiben, wie sich die Lage der Normalparabel y =  x  2  verändert, wenn du den Term 
veränderst, sind hier die vier Graphen aus den letzten Aufgaben in ein gemeinsames Über-
sichtsbild gezeichnet. 

DAS MUSST DU WISSEN Verschiebungen der Normalparabel

y =  x  2  + 3

Verschiebung um 3 Einheiten nach „oben“

Verschie-
bung um 2 
Einheiten 

nach 
„links“ 

Verschie-
bung um 3 
Einheiten 

nach 
„rechts“

y = (x +  2)  2 
Verschiebung um 4 Einheiten nach „unten“

y = (x –  3)  2 

y =  x  2  – 4

8

6

4

2

2 4–2 0

y

x–4

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y
8

6

4

2

2 4–2 0

y

x–4

y = x2

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

4

2

2 4–2 0

y

x–4
–2

–4
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1.3 Verschiebungen der Normalparabel

Diese Veränderungen am Term bewirken also beim Graphen der Funktion Verschiebungen. Du 
kannst diese Beobachtungen verallgemeinern. Die folgende Übersicht zeigt dir, wie sich die 
Lage der Normalparabel verändert, wenn der Term durch die positiven reellen Zahlen a und b 
verändert wird.

DAS MUSST DU WISSEN Verschiebungsregeln

y =  x  2  + a

um a Einheiten nach oben

y = (x +  b)  2 

um b Einheiten 
nach links

y =  x  2 

um b Einheiten 
nach rechts

y = (x –  b)  2 

um a Einheiten nach unten

y =  x  2  – a

Verkettung von Verschiebungen

DAS MUSST DU WISSEN

Du kannst auch zwei Verschiebungen miteinander 
verbinden oder miteinander „verketten“. 
Beispiel: Wenn du die Normalparabel zuerst um 
3 Einheiten nach rechts und diese verschobene 
Parabel danach um 1 Einheit nach unten ver-
schiebst, lautet die Gleichung der neuen Parabel: 
y = (x –  3)  2  – 1.

6

4

2

y

+3
2 4 60 x–2

–2

–1
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Quadratische Funktionen1

DAS MUSST DU WISSEN Verkettungen von Verschiebungen

Verschiebung um 
4 Einheiten nach oben

y = (x +  3)  2  + 4

Verschiebung um 
3 Einheiten nach links

y = (x –  3)  2  + 4

Verschiebung um 
3 Einheiten nach rechts

Verschiebung um 
4 Einheiten nach unten

y = (x +  3)  2  – 4 y = (x –  3)  2  – 4

Umgekehrt kannst du aus der Gleichung einer Parabel in dieser Form auch leicht die Verschie-
bungen ablesen, wenn sie aus der Normalparabel hervorgegangen ist.
Beispiel:
 y = (x +  2)  2  + 5

Verschiebung … um 2 Einheiten nach links … um 5 Einheiten nach oben.

TIPPS UND INFOS Funktionsterm umformen

Manchmal musst du – mithilfe der binomischen Formeln – den Funktionsterm zuerst 
etwas umformen, bevor du ablesen kannst, welche Verschiebungen auf die Normal-
parabel angewendet werden.
Beispiel: y =  x  2  + 6x + 9 � y = (x +  3)  2 
Hier liegt eine Verschiebung der Normalparabel um 3 Einheiten nach links vor.

–4
+3

6

4

2

2–2 0 x–4
–2

–4

–6 6

y

6

4

2

2 4–2 0 x–4
–2

–4

–6

+4+3

y

6

4

2

2 4–2 0 x–4
–2

–4

–6

+4 –3

y

6

4

2

2 4–2 0 x
–2

–4

–6 6–4

–3

y

6

4

2

2 4–2 0 x–4
–2

–4

–6 6

y = x2

y
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1.3 Verschiebungen der Normalparabel

4  Verschiebungen der Normalparabel 
 Schreibe auf, durch welche Abbildungen der Graph aus der Normalparabel entsteht.
 Beispiel: y = (x +  1)  2  : Verschiebung um 1 Einheit nach links

a) y =  x  2  – 3 b) y = (x –  3)  2  c) y = (x +  6)  2  – 4
d) y =  x  2  + 6x + 9 e) y =  x  2  – 2x + 1 f) y =  x  2  + 3x + 1,75

5  Funktionsgleichungen bestimmen
  Schreibe die Gleichungen der abgebildeten Funktionen auf. Lies dazu ab, um wie viele 

Einheiten sie jeweils in x– und in y–Richtung verschoben worden sind.

a)    b)

c)    d)

6  Zeichne mithilfe einer Parabelschablone die Graphen der Funktionen.

a) y =  x  2  – 5 b) y =  x  2  + 1 c) y = (x –  6)  2 
d) y = (x +  2)  2  e) y = (x –  2)  2  + 4 f) y = (x +  3)  2  – 5

7  Terme umformen und Graphen zeichnen
Forme die Gleichung zuerst mithilfe der 1. bzw. 2. binomischen Formel um und 
zeichne dann mithilfe der Parabelschablone den Graphen.

a) y =  x  2  – 4x + 4 b) y =  x  2  + 6x + 9 c) y =  x  2  – 5x + 6,25

6

4

2

2 4–2 0 x–4

–2

–6 6

y

–4

6

4

2

2 4–2 0 x–4

–2

–6 6

y

–4

6

4

2

2 4–2 0 x–4

–2

–6–8

y

–4

6

4

2

8 104 6 x2

–2

0–2

y

–4
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Quadratische Funktionen1

„Scheitelpunkt“ der Normalparabel

BEISPIEL

Am einfachsten kannst du die Verschiebung einer Parabel an ihrem Scheitelpunkt 
ablesen: Der Scheitelpunkt ist bei der Normalparabel der tiefste Punkt der Kurve.

Durch Verschiebung um 2 nach rechts und um 
5 nach unten wandert der Scheitelpunkt von 
(0|0) zum Punkt (2|– 5). Die Funktion  
y = (x –  2)  2  – 5 hat also den Scheitelpunkt 
S (2|– 5).
Du kannst die Gleichung y = (x –  2)  2  – 5 auch 
ohne Klammern schreiben:
y =  (x – 2)  2  – 5 =  x  2  – 4x + 4 – 5 =  x  2  – 4x – 1. 
Die erste Form der Gleichung hat allerdings 
den Vorteil, dass du daraus direkt den Schei-
telpunkt ablesen kannst. Diese Form heißt deshalb auch die Scheitelpunktform der 
Parabelgleichung.

4

2

2 4–2 0 x–4

–2

–6 6

y

–4

S(2|–5) 

–5

+2

8  Parabelgleichung aufstellen 
  Eine Parabel entsteht durch Verschiebungen aus der Normalparabel und hat den Scheitel-

punkt (4|– 2). Zeichne die Parabel und gib ihre Gleichung an.

DAS MUSST DU WISSEN Scheitelpunkt der Normalparabel

Wenn eine Parabel durch Verschiebung der 
Normalparabel um a Einheiten in x–Richtung 
und um – b Einheiten in y–Richtung entsteht, 
hat sie den Scheitelpunkt
S (a|– b). 
Die Gleichung der Parabel in der Scheitel-
punktform lautet 
y = (x –  a)  2  + (– b) = (x –  a)  2  – b.

4

2

2 4–2 0 x–4

–2

–6 6

y

–4

a

–b

S(a|–b) 

9783411870868 S006-109_2F.indd   149783411870868 S006-109_2F.indd   14 29.08.20   13:2829.08.20   13:28



15

1.3 Verschiebungen der Normalparabel

Scheitelpunktform und binomische Formeln

BEISPIEL

Bestimme die Scheitelpunkte der folgenden quadratischen Funktionen.
1. y =  x  2  – 2x + 1 2. y =  x  2  – 6x + 9 3. y =  x  2  – 2x 4. y =  x  2  + 6x + 7
Um den Scheitelpunkt ablesen zu können, musst du die Gleichungen auf die „Schei-
telpunktform“ bringen. Dazu kannst du in den ersten beiden Beispielen sofort die 
passenden binomischen Formeln benutzen:
Beispiel 1.: y =  x  2  – 2x + 1 = (x –  1)  2  = (x –  1)  2  + 0 Scheitelpunkt: S (1|0)
Beispiel 2.: y =  x  2  – 6x + 9 = (x –  3)  2  = (x –  3)  2  + 0 Scheitelpunkt: S (3|0)
Bei den Beispielen 3. und 4. „passen“ die Zahlen offenbar nicht: Du kannst die 
Summe nicht ohne Weiteres mithilfe einer binomischen Formel in einen Potenzterm 
verwandeln.
Hier wendest du deshalb den folgenden Trick an: Durch gleichzeitiges Addieren und 
Subtrahieren derselben Zahl gelingt es, einen Term zu erzeugen, auf den du eine 
binomische Formel anwenden kannst: 
Beispiel 3.: y =  x  2  – 2x Beispiel 4.: y =  x  2  + 6x + 7
  = ( x  2  – 2x + 1) – 1  = ( x  2  + 6x + 7 + 2) – 2
  = (x –  1)  2  – 1  = ( x  2  + 6x + 9) – 2
  = (x – (+  1))  2  + (– 1)  = (x +  3)  2  – 2
    = (x –  (– 3))  2  + (– 2)

  Scheitelpunkt: S (+ 1|– 1) Scheitelpunkt: S (– 3|– 2)

9  Bestimme die Scheitelpunkte der folgenden quadratischen Funktionen:

a) y =  x  2  + 8x + 16 b) y =  x  2  – 10x + 25 c) y =  x  2  + 8x + 15 d) y =  x  2  – 10x + 12

„Ein Fachgespräch“
Julia: „Ich hab was Komisches festgestellt. Ist doch wirklich merkwürdig: Bei y =  x  2  + 2 wird die 
Normalparabel nach oben zu positiven y-Werten verschoben; bei y =  (x + 2)  2  wird nach links 
zu negativen x-Werten verschoben.“
Christopher: „Was lernen wir daraus? Man muss ganz schön aufpassen, ob eine Klammer 
dasteht oder nicht.“

10  Parabeln zeichnen 
 Zeichne die Graphen der quadratischen Funktionen jeweils zusammen in ein Diagramm.

a) y =  x  2  + 4 und y = (x +  4)  2  b) y = (x –  3)  2  und y =  x  2  – 3
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Quadratische Funktionen1

1.4 Streckungen, Stauchungen, Spiegelungen der Normalparabel
Einzelne Streckungen, Stauchungen und Spiegelungen
Schau dir zunächst die folgenden Beispiele an.
Beispiele: Zeichne die Graphen der Funktionen im Bereich – 3 ≤ x ≤ + 3.
a) y =  2 x  2  b) y = 0, 25 x  2  c) y = –  x  2 
Die Lösungen dieser Aufgabe sind hier in einer Übersicht dargestellt. Du sollst daran erkennen, 
wie sich der Graph der Normalparabel verändert, wenn du die Faktoren 2; 0,25 und – 1 in die 
Gleichung der Funktion einfügst.

DAS MUSST DU WISSEN Streckung, Stauchung, Spiegelung

Durch den Faktor 2 wird der Abstand aller Punkte der Normalparabel von der 
x - Achse verdoppelt, also mit 2 multipliziert. Insgesamt wird die Parabel gestreckt.

Streckung um den Faktor 2 in y - Richtung
y = –  x  2 

Spiegelung an der 
x - Achse

Stauchung um den Faktor 0,25 in 
y-Richtung

Durch den Faktor (– 1) werden alle 
Punkte an der x-Achse gespiegelt.

y = 0,2 5 x  2  =   1 _ 4    x  2 

Durch den Faktor 0,25 verkleinert sich der Abstand 
aller Punkte von der x - Achse auf ein Viertel. 
Insgesamt wird die Parabel gestaucht.

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

y = 2x2

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

y = x2

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

4

2

2 4–2 0 x–4
–2

y

–4

–6
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1.4 Streckungen, Stauchungen, Spiegelungen der Normalparabel

Verkettung von Streckung, Stauchung und Spiegelung

DAS MUSST DU WISSEN 

Wie du Verschiebungen miteinander verketten 
kannst, so kannst du auch eine Streckung (oder 
Stauchung) und eine Spiegelung nacheinander aus-
führen, also miteinander verketten.
Beispiel:
Wenn du eine Stauchung um den Faktor 0,25
mit einer Spiegelung an der x - Achse verkettest,  
hat die neue Funktion dann die Gleichung  
y = (– 1) · (0,25) ·  x  2  bzw.
y = – 0,25  x  2 .

BEISPIEL

Bestimme jeweils die Gleichung der orangefarbenen Parabel.
Damit du den Streck– oder Stauchfaktor berechnen kannst, wählst du dir am besten 
eine Stelle aus, an der möglichst die zugehörigen Punkte beider Parabeln auf Gitter-
punkten des Koordinatensystems liegen und damit leicht abzu lesen sind.

Stauchung um den Faktor   3 _ 9   =   1 _ 3   , Streckung um den Faktor   8 _ 4   = 2 und

also: y =   1 _ 3    x  2    Spiegelung, also: y = – 2  x  2 

1  Untersuchung von Graphen 
  Gib an, ob die Graphen der folgenden Funktionen nach oben oder nach unten geöffnet 

sind. Gib außerdem an, durch welche Abbildung(en) der Graph jeweils aus der Normal-
parabel entsteht.

a) y = 2,5  x  2  b) y = 0,8  x  2  c) y = –1,5  x  2  d) y = –0,9 x  2 

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

–4

–6

y = x2

10

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

9

3

y = x2
6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

–4

–6

4

–8

y = x2
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Quadratische Funktionen1

2  Bestimme jeweils die Gleichung der orangefarbenen Parabel.

a)    b)
12

10

8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

y = x2
8

6

4

2

2 4–2 0 x–4

y

–2

–4

y = x2

3  Skizziere jeweils den Graphen der Funktion.

a) y = 3 x  2  b) y =   1 __ 3    x  2  c) y = –   1 __ 3    x  2 

4  Der Brückenbogen
  Im Scheitelpunkt des parabelförmigen 

Brückenbogens liegt der Ursprung des 
Koordinatensystems. Beschreibe den Ver-
lauf des Brückenbogens mit einer 
quadratischen Gleichung.

–5

–10

–15

–20

–25

–30

2 8–4 0 x–8

y

4 6–6 –2

20 m

5 m

Du hast bereits gelernt, wie sich die Funktionsgleichung verändert, wenn du bei der Normal-
parabel Verschiebungen in x - und in y - Richtung miteinander verbindest.
Jetzt betrachten wir ein Beispiel, bei dem Verschiebungen mit einer Streckung bzw. Stauchung 
verkettet werden.

BEISPIEL Verkettungen

Im folgenden Beispiel werden die einzelnen Abbildungen, die miteinander verkettet 
werden sollen, schrittweise nacheinander ausgeführt:
1. Streckung um den Faktor 2
2. Verschiebung um 3 Einheiten nach rechts
3. Verschiebung um 4 Einheiten nach unten
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1.4 Streckungen, Stauchungen, Spiegelungen der Normalparabel

1. Streckung um den 
Faktor 2

y =   x  2 y = 2  x  2  
2. Verschiebung um 3  
Einheiten nach rechts

3. Verschiebung um 4 
Einheiten nach unten

y = 2 (x –  3)  2  – 4 y = 2 (x –  3)  2 

An diesem Beispiel siehst du, wie du die Veränderungen im Graphen und in der Funktions-
gleichung einander zuordnen kannst:

  y = 2 (x –  3)  2  – 4

Streckung um den Verschiebung um Verschiebung um
den Faktor 2 3 Einheiten nach rechts 4 Einheiten nach unten

DAS MUSST DU WISSEN Scheitelpunkt der Parabel

Du kannst aus dieser Funktionsgleichung 
auch sofort den Scheitelpunkt der Parabel 
ablesen:

y = 2 (x –  3)  2  + (– 4)

  S (3|– 4)

Damit kannst du jetzt zu jeder Parabel, die durch die Abbildungen Streckung, Stauchung, 
Spiegelung und Verschiebung aus der Normalparabel hervorgegangen ist, die Funktions-
gleichung finden (siehe Beispiel S. 20).

6

4

2

y

2 4 60 x–2

–2

–4

8

6

4

2

y

2 4–2 0 x–4

8

6

4

2

y

4 620 x–4

10

8

6

4

2

y

y = x2

2 4–2 0 x–4
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Quadratische Funktionen1

4

2

4–4 x2

–2

0–2

y

–4

y

4

2

4–4 x2

–2

0–2

–4

BEISPIEL

Die gesuchte Funktion hat ihren Scheitelpunkt bei 
S (2|–3). Die verschobene Normalparabel ist als 
Hilfe hier noch eingezeichnet.
Die gesuchte Parabel ist gestaucht. Um den Stauch-
faktor zu ermitteln, wählst du außer dem Scheitel-
punkt einen zweiten geeigneten Gitterpunkt aus. 
Gehst du bei der verschobenen Normalparabel vom 
Scheitelpunkt aus 2 Einheiten nach rechts, so liegt 
der zugehörige Punkt 4 =  2  2  Einheiten darüber. Bei 
der gesuchten Parabel liegt der zugehörige Punkt 
aber nur 1 Einheit darüber. Der Stauchfaktor ist also   1 _ 4   .
Somit hat die Parabel die Gleichung y =   1 _ 4   (x –  2)  2  + (– 3).

   Stauchfaktor Scheitelpunktkoordinaten
Du kannst den Term auf der rechten Seite auch noch auflösen, d. h. in eine Summe 
verwandeln, und erhältst:
y =   1 _ 4   ( x  2  – 4x + 4) – 3 � y =   1 _ 4    x  2  – x + 1 – 3 � y =   1 _ 4    x  2  – x – 2.

DAS MUSST DU WISSEN Normalform der Parabelgleichung

Diese letzte Form der Parabelgleichung heißt Normalform. Die allgemeine Darstel-
lung der Normalform lautet:
y =  ax  2  + bx + c, wobei a ≠ 0; b, c ò R.

5  Bestimme die Gleichungen der Parabeln in Scheitelpunktform und Normalform.

a)    b)

4

2

y

2–2 0 x–4 6 8

–2

–4 S(2|–3) 

2

1

4–3
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1.5 Verschiedene Aufgaben zu quadratischen Funktionen

1.5 Verschiedene Aufgaben zu quadratischen Funktionen
Von der Normalform zur Scheitelpunktform 
Manchmal ist eine Parabelgleichung in der Normalform angegeben. Um einen raschen Über-
blick über die Lage der Parabel zu bekommen, kannst du sie in die Scheitelpunktform 
verwandeln.
Beispiel:
Normalform: y =   1 _ 4    x  2  – x – 2
Scheitelpunktform: y =   1 _ 4     ( x– 2 )   2  – 3
Der Weg von der Normalform zur Scheitelpunktform ist allerdings etwas mühsamer als umge-
kehrt. Du siehst hier an den folgenden zwei Beispielen, wie du diese Umwandlung durchführen 
kannst.

BEISPIEL Binomische Formeln anwenden

y = – x  2  – 6x – 9 | · (– 1) Vorläufiges Beseitigen des Faktors (– 1) vor  x  2 
– y =  x  2  + 6x + 9   Anwenden der 1. binomischen Formel
– y = (x +  3)  2  | · (– 1) Auflösen nach y
y = (– 1) · (x +  3)  2 
y = (– 1) · (x – (–  3))  2  + 0 Scheitelpunktform

Die Parabel mit der Gleichung 
y = –  x  2  – 6 x – 9 hat also den Scheitel-
punkt S (– 3|0). Außerdem ist der Graph 
gegenüber der Normalparabel an der 
x - Achse gespiegelt, also nach unten 
geöffnet.

S(–3|0) 

2–8 x–4

–2

0–6

y

–4

–6

–8

–10

–2

2

BEISPIEL Quadratische Ergänzung

y =   1 _ 2    x  2  + 3x – 5 | · (2)  Vorläufiges Beseitigen des Faktors   1 _ 2   vor  x  2 
2y =  x  2  + 6x – 10 | + 10 Vorläufiges Beseitigen des Summanden ohne x
2y + 10 =  x  2  + 6x | + 9   Ergänzung zu einem „binomischen Term“
2y + 10 + 9 =  x  2  + 6x + 9 |  Anwenden der 1. oder 2. binomischen Formel
2y + 19 = (x +  3)  2  | – 19 Auflösen nach y 
2y = (x +  3)  2  – 19 | ·   1 _ 2  
y =   1 _ 2   (x +  3)  2  – 9,5

Tipp: Die quadratische Ergänzung zu einem „binomischen Term“ findest du, indem 
du „den halben Faktor von x“ qua drierst, also hier   (   6 _ 2   )   2  = 9.

9783411870868 S006-109_2F.indd   219783411870868 S006-109_2F.indd   21 29.08.20   13:2829.08.20   13:28



22

Quadratische Funktionen1

1  Bestimme die Scheitelpunktform.

a) y =   1 __ 2    x  2  – 3x + 3,5 b) y = 2 x  2  – 8x + 16 c) y = –3 x  2  + 6x – 1

DAS MUSST DU WISSEN Oben oder unten offen?

Wenn der Faktor vor  x  2  in der Normalform positiv ist, dann ist die Parabel nach oben 
geöffnet. Ist der Faktor negativ, ist sie nach unten geöffnet.
Beispiele: 
y = + 2  x  2  + x – 1   y = – 2  x  2  + x – 1

2–8 x–4

–2

0–6

y

–4

–6

–8

–10

–2

2

S(–3|–9,5) 

Punktprobe
Rechts ist der Graph der Funktion y =  x  2  + 2 x – 5 im 
Bereich – 5 < x < 4 dargestellt. Aus dem Bild kannst du 
z. B. ablesen, dass der Punkt A (2|3) auf der Parabel 
liegt. Wie kannst du feststellen, ob die Punkte B (6|43) 
und C (–7|31) auf der Parabel liegen? Aus dem Bild 
kannst du das offenbar nicht erkennen, weil die Punkte 
B und C außerhalb des gezeichneten Bereiches liegen. 
Wie entscheidet man diese Frage, ohne ein größeres 
Bild zu zeichnen?

y =   1 _ 2   (x – (–  3))  2  + (– 9,5) Scheitelpunktform

Die Parabel mit der Gleichung
y =   1 _ 2    x  2  + 3x – 5 hat also den Scheitel-
punkt S (–3|–9,5).
Außerdem ist der Graph nach oben geöffnet 
und gegenüber der Normal parabel um den

Faktor   1 _ 2   gestaucht.

2 4 x–4 0–6

y

–2

–4

–6

–2

4

2

S(–1|–6) 

1
y

1 2–1 0 x–2

–2

–4

–6

6

4

2

y

1 2–1 0 x–2
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1.5 Verschiedene Aufgaben zu quadratischen Funktionen

Den Punkt A (2|3) bekommst du, wenn du für die Funktion eine Wertetabelle anlegst:

x … 1 2 3 4 …

y … –2 3 10 19 …

Die Frage lautet also: Gilt das auch entsprechend für die Punkte B und C?
Das kannst du ausprobieren, indem du jeweils den x - Wert des Punktes in die Funktionsgleichung 
einsetzt und den zugehörigen y-Wert ausrechnest:
B:  6  2  + 2 · 6 – 5 = 43 43 ist der y - Wert von B ; somit liegt B (6|43) auf der Parabel.
C: (– 7)  2  + 2 · (–7) – 5 = 30 ≠ 31 Der y - Wert zu x = –7 ist 30 und nicht 31; 
also liegt der Punkt C (–7|31) nicht auf der Parabel.

DAS MUSST DU WISSEN Punktprobe

Wir nennen diesen Test, bei dem man die Koordinatenwerte nachrechnet, 
„Punktprobe“.

2  Überprüfe, ob die jeweils angegebenen Punkte auf der Parabel liegen.

a) A (1|– 6) und B (– 2|6) y =  x  2  – 3x – 4 
b) P (2|8) und Q (– 1|– 2) y = 3 x  2  – x – 2

3  Wie muss man die Zahl a wählen, sodass … 

 a) … der Punkt P (1|5) auf der Parabel mit der Gleichung y =  x  2  – 3x + a liegt?
 b) … der Punkt Q (– 2|4) auf der Parabel mit der Gleichung y =  ax  2  – 2x + 1 liegt?

Anwendungen in Sachproblemen: „Extremwertaufgaben“

BEISPIEL

Mit 20 m Maschendrahtzaun soll ein 
Ge hege gebaut werden. Dabei soll die 
eingezäunte Fläche möglichst groß sein. 
Wie lang sind die Seiten zu wählen?
Lösung:
Die Seiten des Rechtecks sollen x und y 
heißen. Es gilt dann die Bedingung
2 x + 2y = 20 oder x + y = 10, da die 
Gesamtlänge des Zauns 20 m beträgt.

y

x
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Quadratische Funktionen1

Zunächst kannst du systematisch Werte ausprobieren. Für den Flächeninhalt A gilt:
A = x · y.

Seitenlänge x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Seitenlänge y 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Flächeninhalt A 0 9 16 21 24 25 24 21 16 9 0

Offensichtlich wird der Flächeninhalt A besonders groß, wenn die Seitenlänge x genau 5 m 
beträgt. Damit wäre die Aufgabe durch Probieren eigentlich schon gelöst. 
Weil du mit Probieren aber nicht immer zum Ziel kommst, lernst du hier noch einen zweiten 
Weg zur Lösung kennen.

Da in der Tabelle die Werte für A aus den Werten für x und y entstehen, und da die Werte für y 
aber wiederum von x abhängen, schreibst du nur die Werte für x und A in eine separate zweite 
Tabelle. Die Werte für y lässt du dabei weg. Die Wertepaare in dieser Tabelle stellst du dann im 
Koordinatensystem dar.

Seitenlänge x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Flächeninhalt A 0 9 16 21 24 25 24 21 16 9 0

Stelle die Werte aus der Tabelle im Koordinatensystem dar.

DAS MUSST DU WISSEN Extremwert bestimmen

Wenn du die Wertepaare aus obiger Tabelle ins Koordinatensystem einträgst, 
erkennst du, dass die Punkte auf einer Parabel liegen. 
Was hat die Parabel nun mit dem Gehege für die Kaninchen zu tun?

Der Scheitelpunkt dieser Parabel liefert dir die Antwort auf die anfangs gestellte 
Frage, denn am Scheitelpunkt der Parabel ist der Wert des Flächeninhalts 
maximal.

Die Aufgabenstellung lautet also nun: 
1. Finde die Gleichung der Parabel.
2. Bestimme den Scheitelpunkt der Parabel.
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1.5 Verschiedene Aufgaben zu quadratischen Funktionen

Es gelten folgende Gleichungen:
(I) A = x · y Diese Gleichung heißt Hauptbedingung, da sie den Flächenin-

halt enthält, der maximal werden soll.
(II) x + y = 10 Diese Gleichung heißt Nebenbedingung.

Du kannst nun die Nebenbedingung nach y auflösen und den Term für y in die Hauptbedingung 
einsetzen:
(II) y = 10 – x T A = x (10 – x) T 
(III) A = –  x  2  + 10x Diese Gleichung heißt Zielfunktion.

Die Zielfunktion (III) musst du nun auf Scheitelpunktform bringen, um den Scheitelpunkt able-
sen zu können:
A = –  x  2  + 10x | · (– 1)
– A =  x  2  – 10x | + 25
– A + 25 =  x  2  – 10x + 25 | 2. binomische Formel
– A + 25 = (x  – 5)  2  | – 25
– A = (x –  5)  2  – 25 | · (– 1)
A = – (x –  5)  2  + 25
Die Parabel hat den Scheitelpunkt S (5|25).
Das bedeutet: Wenn die Seitenlänge x 5 m beträgt, wird der Flächeninhalt maximal mit  
 A  max  = 25  m  2 . Die Seitenlänge y beträgt dann y = 10 m – 5 m = 5 m.

BEISPIEL

Wie ändert sich die Lösung, wenn das 
Gehege an einer Seite an eine Wand ange-
baut wird? (Diese Aufgabe kannst du jetzt 
ohne Probieren lösen.)
(I) Hauptbedingung: A = x · y
(II) Nebenbedingung: 2x + y = 20
(III) Zielfunktion: A = x (20 – 2x)
  A = – 2 x  2  + 20x
Tipp: Du solltest zur Übung nachrechnen, 
dass diese Funktion die folgende Scheitel-
punktform hat: A = – 2 (x –  5)  2  + 50.
Der Scheitelpunkt dieser Funktion liegt dann bei S (5|50). Das bedeutet, dass der 
Flächeninhalt des Geheges maximal A = 50  m  2  beträgt, wenn für die Seitenlänge 
x = 5 m gilt. Die andere Seite hat dann die Länge y = 20 m – 2 · 5 m = 10 m.

y

x

x
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Quadratische Funktionen1

BEISPIEL

Aus einer dreieckigen Glasscheibe soll 
eine rechteckige Glasscheibe mit möglichst 
großem Flächeninhalt herausgeschnitten 
werden. Wie muss man die Seiten a und b 
wählen?

Tipp: Du kannst die Aufgabe anders formu-
lieren. Die dreieckige Scheibe legst du dazu 
in ein Koordinatensystem.

Durch die schräge Kante ist eine Gerade mit 
der Steigung m = –   2 _ 8   = –   1 _ 4   und dem Ordinatenschnittpunkt 2 festgelegt. Die Gerade 
hat also die Gleichung y = –   1 _ 4   x + 2. Auf der Geraden liegt der Eckpunkt P (b|a) der 
gesuchten rechteckigen Glasscheibe.

Die Aufgabe heißt nun: Wo muss der Punkt P (b|a) auf der Geraden y = –   1 _ 4   x + 2 lie-
gen, damit das Rechteck unterhalb der Geraden den größtmöglichen Flächeninhalt 
hat?
(I) Hauptbedingung: A = a · b, da der Flächeninhalt des Rechtecks maximal werden 
soll.
(II) Nebenbedingung: a = –   1 _ 4   b + 2, da der Punkt P auf der Geraden liegt, und die 
Werte a und b somit die Gleichung erfüllen.
(III) Zielfunktion: A = b  ( –   1 _ 4   b + 2 )  bzw. A = –   1 _ 4    b  2  + 2b durch Einsetzen von (II) in (I).

Rechne zur Übung nach, dass die Scheitelpunktform dieser Funktion die Gestalt hat:
A = –   1 _ 4   (b –  4)  2  + 4.
Man erhält den größtmöglichen Flächeninhalt, wenn die Seite b = 4 m und die Seite 
a =  ( –   1 _ 4   )  · 4 + 2 = 1 Meter lang ist.

4  Welches aller Rechtecke vom Umfang 30 cm hat den größten Flächeninhalt?

5  Maximale Dreiecksfläche
  Eine Gerade schneide die Koordinatenachsen an 

den Stellen a und b, wobei gelten soll: 
 a + 2b = 2 (0 < a < 2; 0 < b < 1).
  Wie sind a und b zu wählen, damit der Flächen-

inhalt des Dreiecks maximal wird, das die Gerade 
und die beiden Koordinatenachsen miteinander 
einschließen?

2 m

a

8 m

b

a

b

y

x

2

a

8b

P (b|a) 
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TEST1  Quadratische Funktionen

Test
1  Gib an, durch welche Abbildungen der Graph der angegebenen Funktion aus der 

Normalparabel hervorgeht.   | 4 | 

a) y = (x –  2)  2  + 3   b) y = – (x +  1)  2  – 0,5

2  Bestimme die Gleichungen der abgebildeten quadratischen Funktionen in 
der Scheitelpunktform.   | 6 | 

a)  b)  c)

5  Welche Koordinaten hat der Scheitelpunkt der Parabel y = b x  2  + 2ax?   | 6 | 

6  Maximales Dreieck   | 7 | 

6

4

2

0

y

–4

–2
2–4 x–2 4

2 60 x–2 4

y

–10

–8

–6

–4

–2

10

8

6

4

2

2 60 x–2 4

y

3  Bestimme den Scheitelpunkt der Parabel y =  x  2  + 8x + 9.   | 3 | 

4  Der Wurf   | 6 | 

4 x0 2

y

6 8

18
16
14
12
10
8
6
4
2

P

   |  | 32 |  | 

x

y

Wie viele Punkte hast du? Erreichst du mehr als 25 Punkte, beherrschst du den Inhalt des Kapitels wirklich 
gut. Erreichst du weniger als 13 Punkte, dann solltest du dieses Kapitel wiederholen.

  Von einem Turm wird ein Stein schräg 
ab geworfen. Seine Flugbahn wird durch  
die Gleichung y = – 0,1 x  2  + 2x + 30 
beschrieben (x und y in Metern).

  Bestimme aus der Gleichung die Abwurfhö-
he und die Koordinaten des Gipfelpunktes.

  Durch den Punkt P (x|y) auf der Geraden g 
mit y = – 2x + 16 ist ein rechtwinkliges Drei-
eck festgelegt. Welche Koordinaten muss 
der Punkt P haben, damit der Flächeninhalt 
des Dreiecks möglichst groß wird? Gib die-
sen maximalen Flächeninhalt an.
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